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E4 ベクトル解析 

   

    事前に、<<Calculus`VectorAnalysis` としパッケージ を読みこんでおく。 

 
【ベクトルの表示】 

  ),( 21 aaa =  を矢印を付けたベクトルとして表示せよ。 

  ),,( 321 aaaa =  を立体矢印を付けたベクトルとして表示せよ。 

 

 ベクトル (4, 3) を表示させるプログラム例 

  ten = {PointSize[0.01], Point[{4, 3}]};  

  sen = Line[{{0, 0}, {4, 3}}];  

  ya = Polygon[{{4, 3}, {3.4, 2.8}, {3.7, (3.7*3)/4}, {3.75, 2.55}, {4, 3}}]; 

     t1 = Text[FontForm["P", {"Courier", 18}], {4.3, 3.3}];  

     t2 = Text[FontForm["0", {"Courier", 18}], {-0.3, -0.3}];  

     Show[Graphics[{ten, sen, ya, t1, t2}, Axes -> True, GridLines -> Automatic,  

                      PlotRange -> {{-2, 6}, {-2, 6}}, AspectRatio -> Automatic]] 

 

【内積・外積】 

   Mathematicaでベクトル a={a1,a2,a3} と b={b1,b2,b3} の内積は a.b である。 

 外積は Cross[a,b] とする。 

 

 ),,( 321 aaaa = , ),,( 321 bbbb = , ),,( 321 cccc =  のとき 

  内積 ba ⋅   

  外積 ba ×   

 を求めよ。また 

  スカラー３重積 )(),,( cbacba ×⋅=  

  ベクトル３重積 )(],,[ cbacba ××=  

 を求めよ。 

  

 ベクトル a, b, c について、次を証明せよ。 
      cbabcacba )()()( ⋅−⋅=××  

   2222
)( bababa ⋅−=×  

 

【ベクトルの微分】 

   ベクトル kAjAiAAAAA zyxzyx ++== ),,(  の微分 Ad  は 
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   kdAjdAidAAd zyx ++=  で定義される。 

    

  ktAjtAitAtAA zyx )()()()( ++==  のとき、 )(tA
dt
d

, )(tA
dt
d

n

n

 を求める。 

   

  )
4

,sin,(cos
t

ttr = のときの速度ベクトル、加速度ベクトルを求めよ。 

  ),2,(),,,3( 4332 tttbttta −=−=  のとき、 ( ) )'(,' baba ×⋅  を求めよ。 

     

【ベクトルの積分】 

  ２つのベクトル )(tAA = , )(tBB =  が t の関数で B
dt
Ad =  のとき、 

  A  の不定積分は CBdtA +=∫ （C は定ベクトル）である。 

  ktAjtAitAtAA zyx )()()()( ++==  の ],[ 10 tt  における定積分は 

  kdttAjdttAidttAdttA
t

t z

t

t y

t

t x

t

t



+


+


= ∫∫∫∫
1

0

1

0

1

0

1

0

)()()()(  である。 

 
  )41,,3( 32 ttta −=  について、次の積分を求めよ。 

    ∫ adt      ∫
2

1
adt     dtaa '∫ ×  

 

【スカラーの勾配 grad】 

    スカラー関数 ),,( zyxϕϕ =  に対して k
z

j
y

i
x ∂

∂+
∂
∂+

∂
∂=∇ ϕϕϕϕ  

  Mathematica では、f[x,y,z] に対して Grad[f,Cartesian[x,y,z]] で得られる。 

  

    ),,( zyxp =  と スカラー関数 222 zyxr ++=  について次を示せ。 

    
3

2 1,,
r
p

r
pnrr

r
pr nn −=





∇=∇=∇ −  

   

【スカラーのラプラシアン】 

  スカラー関数 ),,( zyxϕϕ =  に対して 
2

2

2

2

2

2
2

zyx ∂
∂+

∂
∂+

∂
∂=∇=∆ ϕϕϕφϕ  

  Mathematica では、 f[x,y,z] に対して Laplacian[f,Cartesian[x,y,z]] で得られる。 

 
  2323 42 xyzyyzx +−=ϕ  のとき ϕ∆  を求めよ。 
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【ベクトルの発散 div】 

    ベクトル関数 kAjAiAzyxAA 321),,( ++==  に対して 

   
z
A

y
A

x
A

Adiv
∂
∂+

∂
∂+

∂
∂= 321  

  形式的には、 





∂
∂

∂
∂

∂
∂=∇

zyx
,,  とみなして AAdiv ⋅∇=  である。  

  Mathematicaでは、g = {g1[x,y,z],g2[x,y,z],g3[x,y,z]} に対して 

    Div[g,Cartesian[x,y,z]] とする。 

 

    kzejxziyA x++= 2  のとき、 Adiv  を求めよ。 

 

【ベクトルの回転 rot あるいは curl】 

    ベクトル関数 kAjAiAzyxAA 321),,( ++==  に対して 

   k
y
A

x

A
j

x
A

z
A

i
z
A

y
A

Arot xy








∂
∂
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  形式的には、 AArot ×∇=   

           )()( 321 kAjAiA
z

k
y

j
x

i ++×
∂
∂+

∂
∂+

∂
∂=  

        あるいは   
z
A

k
y
A

j
x
A

i
∂
∂×+

∂
∂×+

∂
∂×=        

  Mathematicaでは、g = {g1[x,y,z],g2[x,y,z],g3[x,y,z]} に対して  

    Curl[g,Cartesian[x,y,z]] とする。 

 
   ),,( 4353 zxyzyxa =  のとき arot  を求めよ。 

 

    任意の微分可能なベクトル場 a, b と任意の微分可能なスカラー場 φ, ψ について 

  次を証明せよ。 
(1) baba ×∇+×∇=+×∇ )(  

   (2) )()()()()( abbaabbaba ×∇×+×∇×+∇⋅+∇⋅=⋅∇  

   (3) )()()( baabba ×∇⋅−×∇⋅=×⋅∇  

   (4) )()()()()( abbabaabba ⋅∇−⋅∇+∇⋅−∇⋅=××∇  

   (5) aaa ⋅∇−⋅∇∇=×∇×∇ 2)()(  

   (6) )()( aaa ×∇+×∇=×∇ φφφ  

   (7) ϕφϕφ ∇+∇=+∇ )(  

   (8) φϕϕφφϕ ∇+∇=∇ )(  
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   (9) 0)( =∇×∇⋅∇ ϕφ  

   (10) 0)( =∇×∇= φφgradrot  

   (11) 0)()( =×∇⋅∇= aarotdiv  

 

【接ベクトル・法ベクトル・弧長】 
  平面曲線あるいは空間曲線 ]},[|)({ βα∈= ttpC が 

   ))(),(()( tytxtp =  あるいは ))(),(),(()( tztytxtp =  

  と表わされているとする。接ベクトル（速度ベクトル）は 
   ))('),('()(' tytxtp =  あるいは  

    である。 0)(' 0 ≠tp  のとき、曲線 C  は )( 0tp  で正則であるという。 

   平面曲線の場合は、曲線 C  が )( 0tp  で正則のとき、 )( 0tp において 

  接線に垂直な直線（法線）が存在し、法線方向のベクトルを法ベクトル 

  という。 
   空間曲線の場合は、曲線 C  が )( 0tp  で正則のとき、 )( 0tp において 

  接線に垂直な平面（法平面）が存在する。 
   曲線 ]},[|)({ βα∈= ttpC の長さは、 

    ∫ +=
β

α
dttytxCL 22 )(')(')(  あるいは  

    ∫ ++=
β

α
dttztytxCL 222 )(')(')(')(  

    である。 ))('),('()(' tytxtp =  より、 

    
22 )(')(')(' tytxtp +=  あるいは 

222 )(')(')(')(' tztytxtp ++=  

  を用いると、弧長 ∫=
β

α
dttpCL )(')(  を得る。 

   曲線 )}({ tpC =  において、ｔのある値、例えば０から、ｔまでの弧長を 

  s(t) とする： 

    ∫=
t

dttpts
0

)(')(  

  これを弧長関数という。s = s(t) の逆関数 t = t(s) を考えることによって 
  曲線 C が ))(()( stptp = のように、弧長ｓをパラメータとして採用できる。 

  ここで、 1)(' =sp  が成り立つ。 

      

【曲率・フルネの公式 平面曲線の場合】 

  弧長をパラメータとする曲線 )}({ spC =  を考える。  

    )(')(1 spse =  

  とおく。 111 =⋅ee  だから、s で微分すると  

       01
1 =⋅e

ds
de

         … (1) 
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    となる。これは 
ds
de1  が 1e  に垂直または０であることを意味する。そこで 

  21, ee  が右手系の正規直交系になるように 2e  をとる。従って 

     021 =⋅ ee , 122 =⋅ee     … (2) 

    がなりたつ。(1) から 

    )()(
)(

2
1 ses
ds

sde κ=     

  となる。 )(sκ  は曲線 C 上の関数で、C の曲率という。 2e  は C の単位法線 

  ベクトルという。(2) から 

    02
12

1 =⋅+⋅
ds
de

ee
ds
de

   … (3) 

        02
2 =⋅ e

ds
de

 

    となるので、
ds
de2  は 2e  に直交し、 

      1
2 le

ds
de =    

    と書けるが、(3) より 0=+ lκ  となり、 κ−=l  即ち 

    1
2 e

ds
de κ−=  

  である。まとめると次のフルネの公式を得る。 

    




+−=
+=

212

211

0'

0'

eee

eee

κ
κ

 

 

【フルネ標構 空間曲線の場合】 

    弧長をパラメータとする曲線 )}({ spC =  を考える。  

     )(')(1 spse =  

  とおく。 111 =⋅ee  だから、s で微分すると  

        0)()('2 11 =⋅ sese        

  より、 )('1 se は )(1 se  と直交する。 )('1 se の長さを )(sκ とする： 

     222
11 )(")(")(")(')(')( szsysxseses ++=⋅=κ  

  空間曲線では )(1 se に直交する単位ベクトルは無数にあるので、平面曲線の 

  ように )(2 se を定めるわけにいかない。そこで 0)( ≠sκ のとき、 

      )()()(' 21 sesse κ=  

  によって )(1 se に直交する単位ベクトル )(2 se を定義する。 )(2 se を主法線ベク 

  トルという。以下 0)( ≠sκ とする。 )(1 se  に直交するもう１つの単位ベクトル 

  )(3 se を外積を用いて 

     )()()( 213 sesese ×=  
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  で定めて、従法線ベクトルという。 )}(),(),({ 321 sesese をフルネ標講という。 

   さて、 21 ' ee κ=  から κ=⋅ 21 ' ee である。 

  また 021 =⋅ ee  を微分すると  

    '''0 212121 eeeeee ⋅+=⋅+⋅= κ  

    122 =⋅ee  を微分すると  

    0'22 =⋅ee   

  である。 '2e は 2e と直交することから 31, ee の一次結合である。 

  そこで 312 ' eee τα +=  とおく。 κ−=⋅ '21 ee  から κα −=  と分かる。よって 

    312 ' eee τκ +−=  

  を得る。次に、 133 =⋅ ee  から 0' 33 =⋅ee  なので '3e は 3e と直交することから 

   21, ee の一次結合である。 213 ' eee βα +=  とおく。 031 =⋅ ee  から 

   ''''0 3131323131 eeeeeeeeee ⋅=⋅+⋅=⋅+⋅= κ  なので、 0=α  である。また 

  032 =⋅ ee  から '')(''0 32323213232 eeeeeeeeeee ⋅+=⋅+⋅+−=⋅+⋅= ττκ  なので 

  τβ −= となる。以上をまとめて、フルネ・セレーの公式 

    







−=
+−=

=

23

312

21

'

'

'

ee

eee

ee

τ
τκ

κ
 

  を得る。κは曲率、τはれい率またはねじりという。  

 
   つる巻き線 ),sin,cos()( bttatatp =  において、弧長パラメータｓを用いて 

  )(sp を求め、フルネ標講 )}(),(),({ 321 sesese  と曲率・れい率を求めよ。 

 

   次の各曲線のねじりを計算し、ねじりが最大となるｔの値・最小となるｔの値を 

  求めよ。 
(1) 1,,2 +=== tztytx  

(2) tztytx === ,sin,cos  

(3) tztyex t === ,cos,  

    

【線積分・面積分】 

  ２点 10 , PP を結ぶ曲線Ｃに沿って、ベクトル Aの接線成分 tA に曲線素ds をかけて 

0P から 1P までの積分 dsA
C t∫  をＣに沿ったＡの（線素に関する）線積分という。 

 

 曲面Ｓで定義されたベクトル関数 Aにおいて、曲面Ｓの単位法線ベクトルをｎとする 

とき、 dSnA
S∫ ⋅  を A  の(曲面Ｓに関する)面積分という。  
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【ガウス・グリーン・ストークスの定理】 

  ガウスの発散定理は、面積分を体積分に、あるいは体積分を面積分に変える公式で 

あり、ストークスの定理は、面積分を線積分に、あるいは線積分を面積分に変える公 

式である。 

 

  V(x,y,z) を３次元空間のある領域で定義された関数とし、その領域に含まれる閉曲 

 面Ｓの上およびその内部Ｖで連続で微分可能とすれば、 

  ∫∫∫∫∫ =⋅
VS
divVdvdSV  

すなわち、 

  dxdydz
z
V

y
V

x
V

dxdyVdzdxVdydzV
V∫∫∫∫∫ 





∂
∂+

∂
∂+

∂
∂=++ 321

321 )(  

   （ガウスの発散定理） 

   

 f(x,y,z), g(x,y,z) を考える領域で連続で微分可能なスカラー関数、Ｓはその領域 

内の閉曲面、Ｖをその囲む領域とすると 

  ( ) ∫∫∫∫∫ ∂
∂=⋅+∇⋅

SV
dS

n
g

fdVggradfgradgfn  

      （グリーンの定理） 

 

  V(x,y,z) を３次元空間のある領域で定義された関数とし、その領域に含まれる閉曲 

 面Ｓの上（周も含めて）で連続で微分可能とすれば、 

  ∫∫∫ ∂
⋅=⋅

SS
drVdSVrot    

 すなわち 

)( 321
123123 ∫∫∫ ∂

++=















∂
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−
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∂
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∂
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−
∂
∂
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∂
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∂
∂
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dzVdyVdxVdxdy
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V

x
V

dzdx
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V

z
V

dydz
z
V

y
V

   （ストークスの定理） 

 

 ガウスの発散定理を、Ｖが５平面 1,0,0,2,0 =+==== zyzyxx で囲まれた三角 

プリズムとし、 )),1(3,( 22 zzyzxV += の場合で確かめよ。 

 

 ストークスの定理を、Ｓが回転放物面 221 yxz −−= の 0,0,0 ≥≥≥ zyx の部分とし、 

Ｖ＝(0, 0, yz) の場合で、両辺とも 4/15 となることで、確認すること。   
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