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演習問題演習問題演習問題演習問題 3333 

 
１１１１ 次の２次の行列式を計算せよ． 

① 
11 12
21 22

          ②  

11
2

1 1
3 4

 

③ 
1 2 3 4
5 6 7 8

i i
i i

+ +
+ +

        ④  

1 1
1 2

1 1
3 4

i i

i i

+ +

+ +

 

 
２２２２ 次の等式を証明せよ． 

   ① 
7
7

a b a a b
c d c c d

−
=

−
    ② 

22

11
21

2

22

11 )(
ba
ba

xbax
xba

bxa
++−=

−
−

 

③ 
cos sin

1
sin cos

θ θ
θ θ

−
=      ④ 

cos sin cos sin
1

sin cos sin cos
α α β β
α α β β

− −    =   
   

 

 
３３３３ 次の３次の行列式を計算せよ． 

① 

310
312
412
      ② 

741
635
002

−
     ③ 

5 0 6
3 1 3
3 0 4

−
− −

−
    

④ 

987
654
321
      ⑤  

1 2 3
2 4 5
3 6 6

− − −
− − −
− − −

    ⑥ 
333231
232221
131211
   

⑦  
1! 2! 3!
2! 3! 4!
3! 4! 5!

     ⑧ 

5
1

4
1

3
1

4
1

3
1

2
1

3
1

2
11

     ⑨ 

1 11
2! 3!

1 1 1
2! 3! 4!
1 1 1
3! 4! 5!
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４４４４ 次の行列の行列式を求めよ． 

① 
















030
612
321
     ② 

















300
162
231
     ③ 

















300
126
213

 

④ 

' "
0 '
0 0

a b c
b c

c

 
 
 
  

    ⑤ 

0
' 0 '
" "

a c
a c
a b c

 
 
 
  

    ⑥ ' ' 0
" " 0

a b c
a b
a b

 
 
 
  

 

 
５５５５ 次の行列式を因数分解せよ． 

① 

acb
bac
cba
           ② 

222

111

cba
abcabc    

 ③ 
333

111

cba
cba          ④ 

2

2

2

1
1
1

a b c
b c a
c a b

+
+
+

   

⑤ 

babab
babaa

++
++

22
22

111
      ⑥ 

cbaab
acbac
bccba

++−−
−++−
−−++

 

⑦  
222

222

)()()(

111

baaccb
cba
+++

  ⑧ 

3

3

3

1
1
1

a b c
b c a
c a b

+
+
+

 

   

   ⑨ 

2 2 2

2 2 2

2 2 2

2
2

2

bc a c b
c ca b a
b a ab c

−
−

−
  ⑩ 

2 2 2

2 2 2

2 2 2

2
2
2

bc a c b
ca b c a
ab c a b

−
−
−

         

⑪ 

βα

βα

cos0sin
010

sin0cos
         ⑫ 

1 cos cos
cos 1 cos ( )
cos cos 1

C B
C A A B C
B A

π
−

− + + =
−
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６６６６ 次の方程式を解け． 

  ① 
1 2

0
2 3

x
x

−
=

−
       ② 

1 2
0

2 4
x

x
− −

=
−

 

 ③ 0
91
31
111

2

=
x
x         ④ 0

211
11

31
=

−−
−−

−

x
x

x
 

 
７７７７ 次の等式を証明せよ． 

① 222

22

22

22

4 cba
cbabca

abacbc
cabcba

=
+

+
+

 

② ( )2
2

2 2
2

a b c b c
a b c a c a b c
a b c a b

+ +
+ + = + +

+ +
 

③ 3 2
2 1 0

0 1 2

1 0
0 1
x

x x a x a x a
a a a x

−
− = + + +
+

 

④ 

1 cos cos( )
cos 1 cos 0

cos( ) cos 1

α α β
α β

α β β

+
=

+
 

 
８８８８ 次の４次の行列式を計算せよ。 

① 

1405
1301
6113
1352

−
          ② 

2133
0213
0145
0321

−

−
  

③ 

1333
3133
3313
3331

           ④ 

1 2 3 4
4 1 2 3
3 4 1 2
2 3 4 1
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９９９９ 次の等式を証明せよ． 

① 3 44

a b a a a
a a b a a

ab b
a a a b a
a a a a b

+
+

= +
+

+

 

②  

1
1

0
1
1

a b a b c d
b c a b c d
c d a b c d
d a a b c d

+ + +
+ + +

=
+ + +
+ + +

       

③ ))()()((

0
0

0
0

cbabacacbcba

abc
acb
bca
cba

−+−+−+++−=  

④ 2 3

1 0 0
1 0 1

1
1 1 0
1 1 0 0

x
x

x x x
x

= − + − +  

⑤ 

2

2
2 4 6 8

2

2

1 0 0
1 0

1
0 1
0 0 1

x x
x x x

x x x x
x x x

x x

+
+

= + + + +
+

+

 

 ⑥ 2 3 4
0 1 2 3

0 1 2 3

1 0 0
0 1 0
0 0 1

x
x

a a x a x a x x
x

a a a a x

−
−

= + + + +
−
+

 

 ⑦ 

1 1 1 1

( )( )( )
x a a a

x a y b z c
x y b b
x y z c

= − − − −  

 ⑧ ( )( )( )( )

x a b c
a x b c

x a b c x a x b x c
a b x c
a b c x

= + + + − − −  
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10101010 次の等式を証明せよ． 

① ２次行列 , ,A B Cについて 
A C

A B
O B

=   

② ２次行列 ,A Bについて 
A B

A B A B
B A

= + −  

 
11111111  次の行列式の積を計算して，例示したような右の等式を導け． 

   ① 
a b c d
b a d c

⋅  から 2 2 2 2 2 2( )( ) ( ) ( )a b c d ac bd ad bc− − = + − +  

   ② 
a ib c id
ib a id c

⋅   

   ③ 

a b c x y z
c a b z x y
b c a y z x

⋅  

   ④ 

a b c d
d a b c
c d a b
b c d a

  （10101010 ② を使う） 

 
12121212    クラメルの公式を用いて，次の連立一次方程式を解け． 

① 

2
4
6
8

x y z
x y w
x z w
y z w

+ + =
 + + =
 + + =
 + + =

       ② 

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

10
2 3 4 20
3 6 10 35
4 10 20 56

x x x x
x x x x
x x x x

x x x x

+ + + =
 + + + =
 + + + =
 + + + =

 

 
13131313 次の行列式のすべての小行列式を求めよ． 

  ① 

987
654
321
           ② 

1087
654
321
    

 ③ 

1 2 3 4
5 6 7 8
9 10 11 12

13 14 15 16

       ④ 

1 4 5 1
1 5 8 2
2 5 1 2
0 14 14 0

−
−
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14141414 次の行列の３次の小行列式・４次の小行列式をすべて求めよ． 

① 

1 2 3 4 5 6
11 12 13 14 15 16
21 22 23 24 25 26

 
 
 
  

     ② 



















−−−−
−−

02121
13411
02121
31031

 

 

15151515 次の行列 Aの余因子行列 A~と行列式 A を求めて、 1−A を求めよ． 

① 
2 5
1 3

 
 
 

         ②  
1 2
3 4

 
 
 

   

③ 
















− 423
131
312
      ④  

















−
−

−

157
571

715
 

⑤ 

1 0 0 0
1 1 0 0
1 1 1 0
1 1 1 1

 
 
 
 
   

      ⑥ 

0 1 0 1
1 0 2 3
0 1 1 0
1 0 0 0

− 
 
 
 −
   

 

 
16161616 次の行列の階数を求めよ． 

  ① 

1 1 1
1 1 1

1 1 1

x
x

x

+ 
 + 
 + 

      ② 

a b b b
b a b b
b b a b
b b b a

 
 
 
 
   

 

 
17171717    ,A Bを正則な 3次行列とするとき，余因子行列について，次を証明せよ． 

① AB B A=  

② 2kA k A=  （ kはスカラー） 

③ 
2~ AA =  

④ ( )A A A=  

   ⑤ ( ) 1 1A A A
− −=    
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18181818 次を証明せよ． 
① 異なる３点 1 1 1 2 2 2 3 3 3( , , ), ( , , ), ( , , )x y z x y z x y z を通る平面の方程式は 

1 1 1

2 2 2

3 3 3

1
1

0
1
1

x y z
x y z
x y z
x y z

=  である． 

② ４平面 0 ( 1, 2,3, 4)k k k ka x b y c z d k+ + + = =  が１点で交わるための必要十分 

条件は 

1 1 1 1

2 2 2 2

3 3 3 3

4 4 4 4

0

a b c d
a b c d
a b c d
a b c d

=  である． 

③ xy平面における円の方程式は定数 , , ,a b c d を用いて 
    2 2( ) 0 ( 0)a x y bx cy d a+ + + + = ≠  
と表示できる．４点 1 1 2 2 3 3 4 4( , ), ( , ), ( , ), ( , )x y x y x y x y が同一円上にある必要十分条件

は 

2 2
1 1 1 1
2 2
2 2 2 2
2 2
3 3 3 3
2 2
4 4 4 4

1
1

0
1
1

x y x y
x y x y
x y x y
x y x y

+
+

=
+
+

 である． 

④ 空間において，球面の方程式は定数 , , , ,a b c d eを用いて 
    2 2 2( ) 0 ( 0)a x y z bx cy dz e a+ + + + + + = ≠  

   と表示できる．同一平面上にない４点 ( , , ) ( 1,2,3, 4)i i ix y z i = を通る球面の方程式 

は 

2 2 2

2 2 2
1 1 1 1 1 1
2 2 2
2 2 2 2 2 2
2 2 2
3 3 3 3 3 3
2 2 2
4 4 4 4 4 4

1
1

01
1
1

x y z x y z
x y z x y z
x y z x y z
x y z x y z
x y z x y z

+ +
+ +

=+ +
+ +
+ +

 である． 

 
19191919    ①    次の順列の符号を求めよ． 

  (2,3, , ,1)n  
( , 1, , 2,1)n n −   
( ,1, , 1, 1, , )k k k n− +  
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②    {1,2, , }n の順列の偶順列と奇順列はどちらも !
2
n
個あることを示せ． 

 

20202020 ① 微分可能な関数を成分とする３次の行列式 
1 2 3

1 2 3

1 2 3

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

f x f x f x
g x g x g x
h x h x h x

 について 

  
1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3

1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3

1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3

( ) ( ) ( ) ' ' '
( ) ( ) ( ) ' ' '
( ) ( ) ( ) ' ' '

f x f x f x f f f f f f f f f
d g x g x g x g g g g g g g g g
dx

h x h x h x h h h h h h h h h
= + +  

 であることを示せ． 

 ② 
2 2 2

1 1 1
u x y z

x y z
=  について，次を求めよ． 

      
u u u
x y z

∂ ∂ ∂+ +
∂ ∂ ∂

，   
2 2 2

2 2 2

u u u
x y z

∂ ∂ ∂+ +
∂ ∂ ∂

 

 ③ cos , sinx r y rθ θ= =  のとき， ( , )
( , )

x x
x y r r

y yr
r

θ
θ

θ

∂ ∂
∂ ∂ ∂= =

∂ ∂∂
∂ ∂

 であることを示せ． 

④ ( , , ), ( , , ), ( , , )f x y z g x y z h x y z と ( , , ), ( , , ), ( , , )x p q r y p q r z p q rϕ ψ χ= = = が 

  いずれも 1C 級であるとき，合成関数の関数行列式について 

     
( , , ) ( , , ) ( , , )
( , , ) ( , , ) ( , , )
f g h f g h x y z
p q r x y z p q r

∂ ∂ ∂=
∂ ∂ ∂

 

  であることを示せ． 
 


